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Introdução

Pela sua duração e intensidade, o ambiente escolar proporciona experiências que podem
influenciar o olhar dos alunos em relação à Matemática. Faz-se necessário, portanto, criar opor-
tunidades dentro e fora de sala de aula, para promover uma percepção positiva da Matemática.

Nesse contexto, o Departamento de Matemática da UFMG tem atuado junto a professores
e alunos dos Ensinos Fundamental e Médio por meio de diversos projetos de extensão: Pro-
jeto Visitas, Olimpíada Mineira de Matemática, Festivais de Matemática: mudando atitudes a
partir da escola básica, Quebra-cabeças de Matemática e Museu da Matemática: Exposição de
elementos diversos, entre outros.

De maneira mais específica, para a Semana Nacional de Ciência e Tecnologia de 2017, uma
equipe de professores desenvolveu o projeto Matemática em toda parte: atividades para festivais
de Matemática no Estado de Minas Gerais. Financiado pelo CNPq, ele teve como objetivo
central contribuir para a popularização do conhecimento matemático e com a melhoria do
ensino e aprendizagem da Matemática.

Em 2018, para a segunda edição do Festival de Matemática em Belo Horizonte, foi criado o
Museu da Matemática UFMG com o propósito de divulgar a Matemática. Para isso, foram rea-
lizadas atividades lúdicas que despertam o interesse dos visitantes e proporciona a possibilidade
de experimentar diversos recursos promotores de uma visão positiva do ensino-aprendizagem
da Matemática

Esta cartilha é fruto de uma demanda constatada durante a edição do Festival de Mate-
mática para Professores. Ela traz algumas das atividades de Matemática Recreacional desen-
volvidas para o Museu e podem ser aplicadas em sala de aula por professores dos Ensinos
Fundamental e Médio. Nela, o professor vai encontrar moldes, instruções de como fazer o
quebra-cabeça, os jogos e/ou atividades, além de orientações para sua aplicação.

Agradecemos à professora Aniura Milanés Barrientos, coordenadora do Projeto Visitas da
UFMG e à professora Érica Aguiar Queiróz da Escola Municipal Helio Pellegrino pela valiosa
colaboração nos textos sobre Caleidoclicos e Labirintos, respectivamente. Agradecemos ao
David Brochero pela produção da logo do Museu, à Cláudia Lemos e ao Bryant Rosado pela
cuidadosa leitura e sugestões de redação do texto. Nossos agradecimentos à Pró-Reitoria de
Extensão da UFMG pelo apoio financeiro para a reprodução desta cartilha.

Incentivamos nossos leitores a enviar sugestões, relatos sobre a aplicação dessas atividades
em sala de aula – o que foi positivo e o que não foi, ou, ainda, qualquer outro comentário
que contribua para o enriquecimento deste material para as próximas edições. Nosso e-mail é
museudamatematicaufmg@gmail.com

Carmen Rosa Giraldo Vergara
Fabio Enrique Brochero Martínez

Coordenadores do Museu

Belo Horizonte, Janeiro de 2019



Museu da Matemática UFMG

A chamada Matemática Recreativa tem sido explorada amplamente por diversos autores
como Sam Loyd, Malba Tahan, Walter Ball, Henry Dudeney, Martin Gardner, Joseph Madachy,
Raymond Smullyan e Ian Stewart. Eles apresentaram, com clareza e entusiasmo, teoremas e
construções matemáticas a um grande público.

Para Martin Gardner [3, p. 13], um dos principais popularizadores da Matemática do século
vinte, os jogos se apresentam em diversas formas e tipos, como: quebra-cabeça geométrico,
jogo de tabuleiro, mágica, enigma aritmético, dobradura de papel, paradoxo, desafio, falácia ou
simplesmente, matemática com um toque de curiosidade ou diversão.

Nesse sentido, a aplicação de jogos como prática pedagógica, ou melhor, a organização de
atividades de caráter lúdico para o ensino da Matemática constitui uma ferramenta didática
importante para mostrar aos alunos que a matemática pode ser uma experiência divertida e
prazerosa.

Entre as atividades lúdicas desenvolvidas no Museu temos a apresentação de quebra-cabeças,
jogos de estratégia, apresentação de fórmulas e teoremas a partir de objetos concretos, desafios
que incentivam o uso de procedimentos lógicos, uma exposição sobre Matemática e Arte, além
da realização de oficinas como:

• Construção de Cúpulas de Leonardo da Vinci;

• Construção de Discos Rolantes e Tensegridades;

• Confecção de Caleidociclos;

• Disseção de Polígonos;

(a) Atividade no Museu durante a Semana do
Servidor Público na UFMG em 2018

(b) Atividade do Museu no 6
o Encontro do

Hotel Hilbert da OBMEP em Florianópolis

Atualmente o Museu funciona nas salas 4010 e 4011 do prédio do ICEx, e recebe pú-
blico externo, aos sábados e em períodos não letivos da UFMG. Em 2019, os agendamentos
para as visitas guiadas terão início no mês de março e podem ser feitos através do e-mail
museudamatematicaufmg@gmail.com.

Na continuação mostramos, brevemente, alguns dos “módulos” do Museu.
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2.1 A Matemática de Escher

Maurits Cornelis Escher foi um famoso artista gráfico holandês, conhecido por represen-
tar estruturas impossíveis e pela pavimentação do plano com figuras concretas, existentes na
natureza, como pássaros, peixes, pessoas e répteis.

Escher explorou, extraordinariamente, elementos da geometria plana e espacial tornando-os
mais simples aos nossos olhos. Ele combinou figuras geométricas, considerou simetrias, usou
translações, rotações e reflexões, fez tesselações, tratou de paradoxos de escadas que sobem e
descem, enfim, nos recriou com sua arte.

As obras de Escher são um exemplo de como a Matemática caminha ao lado da Arte. Nesse
contexto, o Museu conta com uma exposição disponibilizada pela Sociedade Portuguesa de
Matemática, em que se destacam a criatividade, beleza e o dinamismo dos trabalhos de M. C.
Escher.

Além disso, inspirado na obra do artista, o Museu possui uma coleção de lagartos impressos
em 3D com os quais é possível criar diversos mosaicos.

2.2 Sólidos Perfeitos e Sólidos de Arquimedes

O objetivo deste “módulo” do Museu é apresentar um pouco da geometria encontrada nos
sólidos platônicos e arquimedianos, explorando sua história e suas características.

Os sólidos perfeitos, também conhecidos como Sólidos Platônicos, são corpos convexos tais
que todas as faces são polígonos regulares congruentes e sobre cada vértice incidem a mesma
quantidade de polígonos. Platão foi o primeiro matemático conhecido a descrever tais sólidos,
totalizando cinco: tetraedro, octaedro, cubo, dodecaedro e icosaedro.

Tetraedro Octaedro Cubo Dodecaedro Icosaedro

Já os Sólidos Arquimedianos são poliedros convexos cujas faces são polígonos regulares de
mais de um tipo, mas todos os seus vértices têm o mesmo arranjo de polígonos em torno de
cada um deles. Além disso, todo vértice pode ser transformado num outro vértice por uma
simetria do poliedro. Existem exatamente treze poliedros arquimedianos e a prova deste fato
depende da Fórmula de Euler (Vértices + Faces − Arestas = 2). Os sólidos arquimedianos
podem ser obtidos por modificações dos sólidos platônicos, tais como truncamentos, separação
e rotação de faces.

Desses sólidos, onze são obtidos por truncamento de sólidos platônicos: tetraedro truncado,
cuboctaedro, cubo truncado, octaedro truncado, rombicuboctaedro, cuboctaedro truncado, ico-
sidodecaedro, dodecaedro truncado, icosaedro truncado, rombicosidodecaedro e icosidodecaedro
truncado; e dois são obtidos por um processo chamado “snubificação” de sólidos platônicos: cubo
snub e icosidodecaedro snub.



2.3 Quebra-cabeças 5

2.3 Quebra-cabeças

Os quebra-cabeças disponíveis no museu constam de peças com as quais, sem sobrepô-las,
é possível construir figuras geométricas. Eles podem ser considerados de dois tipos diferentes:

• De encaixe: as peças são usadas para preencher uma área ou um volume;

• De dissecação: as peças podem ser usadas para formar diversas figuras.

Como exemplo de quebra-cabeças de encaixe, citamos o Cubo Soma. Projetado pelo mate-
mático e escritor dinamarquês Piet Hein em 1936, trata-se de um quebra-cabeça tridimensional
formado por 7 peças com as quais se constrói um cubo.

Já o Quebra-cabeça T é obtido por dissecação. Ele é bem interessante, e, com apenas quatro
peças, é enganosamente simples. Martin Gardner afirmou que não conheceu nenhum quebra-
cabeça poligonal-discreto com 4 ou menos peças que seja tão difícil de resolver. Estudos têm
mostrado que a maioria das pessoas precisa de mais de meia hora para resolvê-lo. A principal
dificuldade deste quebra-cabeça é superar a tendência de colocar a peça pentagonal na hori-
zontal ou na vertical e logo tentar completar a região não convexa desta peça. Os primeiros
quebra-cabeças T datam do começo do século 20 e foram distribuídos como brindes promoci-
onais. A partir da década de 1920, modelos em madeira foram produzidos e disponibilizados
comercialmente nos Estados Unidos.

O acervo de quebra-cabeças do Museu é bem diversificado: Tri-Diamonds, Cubo Soma,
Tangram, Xadrez Quebrado de Sam Loyd, Quadrado Duplo, Disseções de Sam Loyd, Dudeney e
Moroń, Quebra-cabeça 4T’s, Triângulos Amigos, Quadrados Mágicos e Poliminós, entre outros.

(a) T (b) 4T’s (c) Disseção de Moroń

(d) Xadrez de Sam Loyd (e) Triângulos Amigos (f) Tri-Diamonds
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2.4 Jogos de Tabuleiro

O carácter lúdico dos jogos de tabuleiro ajuda no desenvolvimento social e intelectual do
indivíduo. Ao longo da história, grande parte das culturas do mundo criou e praticou jogos
de tabuleiro. Eles não eram usados somente para atividades de lazer, mas também serviam
para treinamento de estratégias de guerra, exercício da mente, desenvolvimento de destrezas
ou como atividades de cunho religioso. Por exemplo, conta a lenda de Batu Khan, neto de
Genghis Khan, que ele jogava uma partida de Jarmo antes de cada batalha para se preparar e
incorporar a disposição de guerreiro.

Os princípios religiosos e de guerra não são o único objetivo buscado por meio desses jo-
gos. Muitos deles, tradicionais e modernos, contêm noções de lógica e Matemática Recreativa,
convertendo-se em uma excelente ferramenta de ensino para diversos conteúdos matemáticos.
Cabe destacar que algumas teorias matemáticas como a Teoria de Grafos e a Probabilidade
surgiram com base em jogos.

Figura 2.3: Oficina de Jogos de Tabuleiro do 2o Festival de Matemática em Belo Horizonte

A seguir listamos alguns dos jogos do nosso acervo. Se quiser obter informações sobre este
acervo, pode solicita-las pelo e-mail do Museu.

• Hex: jogo de tabuleiro de estratégia profunda, táticas afiadas e um profundo suporte
matemático relacionado ao Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. Foi inventado na década
de 1940 de forma independente pelos matemáticos Piet Hein e John Nash. Trata-se de um
jogo de conexão, no qual dois jogadores competem para construir uma cadeia contínua
de peças, ligando dois lados opostos de um tabuleiro. Embora as regras deste jogo sejam
simples, o jogo tem uma natureza complexa que atrai o interesse de matemáticos.

• Yoté: jogo de estratégia de povos africanos, originário das tribos de pastores nômades
de Mali, Senegal e Burkina Faso, é popular em países como Senegal, Guiné e Gâmbia.
Algumas de suas estratégias são preservadas dentro de cada família e transmitidas de
geração em geração. Diferentes jogos africanos de estratégia favorecem o aprimoramento
do raciocínio lógico-matemático e possibilitam uma enriquecedora experiência em sala de
aula tanto pelos conceitos matemáticos que com eles podem ser estudados quanto pelos
elementos da história e da cultura de sociedades africanas que eles carregam.

• Jogo Real de Ur: jogo descoberto nos anos 20 pelo arqueólogo britânico Sir Leonard Wo-
oley em um túmulo da nobreza suméria. É o jogo mais antigo cujas regras são conhecidas
desde 2500 A.C. O Jogo Real de Ur é uma corrida entre dois adversários, o qual ganha
aquele que primeiro completar o percurso com todas suas peças. A utilização do jogo
como um recurso didático para o ensino de Matemática coloca-se como uma estratégia
na proposição de problemas, no estudo de conceitos geométricos envolvidos no tabuleiro
e peças e no conceito de probabilidade.
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A seguir apresentamos um conjunto de quebra-cabeças e jogos que podem ser explorados
em sala de aula. Trata-se de atividades com materiais didáticos concretos com os quais é
possível trabalhar diversos conceitos matemáticos. Cada uma dessas atividades possui suas
características e trabalha com habilidades específicas. Isso permite ao professor selecionar,
adaptar e explorar os recursos que melhor atendem às demandas envolvidas no processo de
ensino-aprendizagem.

3.1 Quebra-cabeças

O uso de quebra-cabeças geométricos em sala de aula é justificado não somente pela curiosi-
dade natural que eles despertam, como também pelo fato de proporcionarem o desenvolvimento
de habilidades geométricas (plano-espaciais) tais como visualização e reconhecimento de figuras,
percepção de posição, comparação de distância, áreas e volumes, organização de estratégias,
capacidade de análise, enriquecimento do vocabulário geométrico, raciocínio lógico, entre outras
habilidades.

Nesse contexto, o uso dos quebra-cabeças no ambiente escolar deve ir além da simples
“montagem de peças”; esse recurso deve proporcionar o aprimoramento das técnicas de resolução
de problemas, induzir o descobrimento de relações entre as peças que o compõem e explorar,
naturalmente, conceitos matemáticos tais como: lado, vértice, ângulo, centro, meio, área, assim
como nomes e características de figuras planas e espaciais.

Os quebra-cabeças do Museu podem ser explorados em diversos níveis do ensino. Porém,
os apresentados nesta cartilha estão orientados para alunos dos últimos anos do Ensino Funda-
mental e alunos do Ensino Médio.

Disponibilizamos os moldes dos quebra-cabeças na seção de Anexos. Assim eles podem
ser reproduzidos por professores e/ou alunos em diversos materiais como cartolina, papelão ou
EVA.

3.1.1 Quebra-cabeça “Quadrado Duplo”

O quebra-cabeça “Quadrado Duplo” é composto por 5 peças poligonais (um quadrado e
quatro não quadrangulares) que podem ser unidas para formar quadrados. Este quebra-cabeça
é um desafio interessante: com 4 peças (das 5), é possível formar um quadrado perfeito, e com
todas as 5 peças pode-se formar um quadrado um pouco maior.

Com frequência, a solução do quebra-cabeça com as 4 peças não quadrangulares é encontrada
de maneira rápida, o que não acontece quando são usadas todas as peças. Geralmente a
dificuldade com a montagem do quadrado usando as 5 peças está no fato de que as pessoas
não percebem que a peça pentagonal convexa possui três vértices com ângulo reto e o vértice
“menos óbvio” é justamente um vértice do quadrado a ser montado.

Este quebra-cabeça pode ser construído e explorado em sala de aula da seguinte forma:

• Inicialmente o professor dever pedir aos alunos que recortem um quadrado a partir de
uma folha de papel de tamanho A4.

• Em seguida, eles devem ser orientados a traçar as diagonais e os segmentos que unem
os pontos médios dos lados do quadrado, obtendo assim, um quadrado subdivido em 16
triângulos retângulos congruentes.



8 Atividades para sala de aula

• A partir do quadrado obtido, os alunos precisam recortar as 4 peças não quadrangulares
do quebra-cabeça, como mostra a figura a seguir:

• Para a quinta peça do quebra-cabeça, pede-se aos alunos que recortem, do pedaço de
papel que sobrou da folha A4, outro quadrado de área equivalente a 2 dos triângulos
retângulos da figura acima.

Note que, com as 5 peças construídas desta forma, é possível mostrar que, se por exemplo,
o quadrado formado pelas quatro peças não quadrangulares do quebra-cabeça tem área de
400cm2, assim a peça quadrada do quebra-cabeça terá área de 50cm2. Portanto, o quadrado
formado com todas as peças, terá uma área de 450cm2.

⇒

3.1.2 Disseção de Polígonos

O Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien afirma que quaisquer duas figuras poligonais de igual
área podem ser dissecadas em um número finito de peças para obter uma a partir da outra. A
partir disso, uma pergunta interessante que pode ser feita é qual seria o menor número de peças
em que deve dividir-se uma das figuras para obter a outra? Mais especificamente: É possível,
com três cortes, dissecar um triângulo equilátero em um quadrado? Esse último problema foi
proposto pela primeira vez, em 1902, por Dudeney [2, p. 49] e discutido posteriormente por
diversos matemáticos tais como Gardner, Stewart e Wells.

Da solução deste problema resultaram quatro peças com as quais é possível montar um
triângulo equilátero ou um quadrado, conforme a figura 3.1. Esta disseção, como quase todas
as disseções minimais, pode ser obtida da sobreposição adequada de um ladrilhamento por



3.1 Quebra-cabeças 9

Figura 3.1

quadrados e outro por triângulos equiláteros que têm a mesma área dos quadrados (ver [6, p.
23]) . Nesta superposição os pontos F e G são, respectivamente, os pontos médios dos lados AB
e AC do triângulo e o segmento DG tem como comprimento a medida do lado do quadrado.

B C

A

F G

D E

Aqui, os cortes realizados dividem o lado BC em três segmentos de comprimento de proporção
aproximada de 1,018 : 2 : 0,982.

Esse quebra-cabeça pode ser explorado em sala de aula. Para isso, utilize o molde do Anexo
ii (Figura 4.2) e recorte as peças.

A atividade pode ser iniciada pedindo aos alunos que, utilizando todas as 4 peças (um
triângulo e três quadriláteros) formem um quadrado. Em seguida, utilizando estas mesmas
peças, eles devem formar um triângulo equilátero.

Com esta atividade, conceitos como: Propriedades do triângulo equilátero, do quadrilátero
e do quadrado, rotação, medidas de comprimento, ângulos, comparação de área e construções
geométricas podem ser explorados. Ela pode ser aproveitada também para explorar o uso de
régua para medição e do transferidor.

Se a atividade for aplicada aos alunos de Ensino Médio, o professor pode propor o seguinte
desafio:

Mostrar, usando métodos elementares de geometria plana (semelhança de triângulos, Teo-
rema de Pitágoras, simetria, área), que as medidas dos segmentos BD e EC, obtidos no corte
da base do triângulo (assumindo que a medida do segmento DE é 2) são respectivamente

BD = 3−

√

4
√
3− 3 ≈ 1,018030467 e EC =

√

4
√
3− 3− 1 ≈ 0,981969533.

No Museu estão disponíveis outros quebra-cabeças que exemplificam o Teorema de Wallace-
Bolyai-Gerwien:
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• Um triângulo equilátero (também um quadrado) dissecado em 6 partes que formam um
pentágono regular.

Disseção de Goldberg Disseção de Freese

• Um triangulo equilátero (também um quadrado) dissecado em 5 partes que formam um
hexágono regular.

Disseção de Lindgien Disseção do Quadrado ao Hexágono

3.1.3 Quebra-cabeça Do Quadrado à Cruz de Sam Loyd

Sam Loyd foi um incansável inventor de quebra-cabeças de cunho matemático e um dos
maiores criadores de enigmas da história. Para ele não tinha melhor treino mental que resolver
quebra-cabeças, e este passatempo devia ser considerado mais seriamente do que uma mera
moda passageira ou diversão. Os melhores de seus enigmas matemáticos foram coletados no
livro Loyd‘s Cyclopedia of Puzzles.

O quebra-cabeça Do Quadrado à Cruz de Sam Loyd resultou da disseção de um quadrado
em 5 peças. A história dele ainda é um mistério, mas acredita-se que Loyd inventou esse enigma
como anúncio publicitário para um empresa.

O quebra-cabeça consiste em formar um quadrado utilizando todas as 5 peças. Com ele
pode-se formar outras figuras como uma cruz, um retângulo, um triângulo retângulo, um trapé-
zio ou um losango [4, p. 104]. Assim, este quebra-cabeça é uma material muito rico em quanto
recurso didático, pois com ele, o professor pode explorar tópicos diversos como classificação de
algumas figuras geométricas, medidas de comprimento, pontos médios de segmentos, ângulos,
comparação de área, construções geométricas, entre outros. Além disso, é possível explorar o
uso de régua para medição e o transferidor.

A seguir, algumas dicas para o professor aplicar a atividade com a construção do quebra-
cabeça em sala de aula. Para isso:

• Peça aos alunos para construir um quadrado (é recomendado fazer o quadrado em carto-
lina ou papelão).

• Desenhado o quadrado, eles devem traçar segmentos de cada vértice ao ponto médio do
primeiro lado oposto em sentido horário.

• Solicite aos alunos que recortem as peças, conforme o modelo da figura 4.1 (Anexo i).
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O momento da confecção das peças pode ser aproveitado para explorar conceitos geométricos
como, por exemplo, medida de segmentos e medição de ângulos. Sugerimos neste processo
incentivá-los a procurar peças que tenham ângulos de 90◦, ou peças que tenham 2 vértices cujos
soma dos ângulos seja 90◦.

Explique aos alunos que o processo de corte, realizado com o quadrado, é uma disseção e que
é possível formar outras figuras com essas mesmas peças. Dito isto, o professor deve desafiá-los
a montar, por exemplo, um retângulo, um trapézio, ou alguns dos polígonos abaixo e explorar
com eles as caraterísticas desses polígonos.

Quadrado Cruz Retângulo T

Quadrilátero Trapézio Dois quadrados Paralelogramo

3.1.4 Teorema de Pitágoras: Disseção de Perigal

Henry Perigal forneceu uma prova do Teorema de Pitágoras a partir da ideia de dissecar
um quadrado e remontar, com as peças obtidas, dois quadrados menores [5, p. 31].

A dissecação em cinco partes, pode ser gerada pela sobreposição de dois ladrilhamentos:
um, obtido a partir do quadrado maior e o outro, obtido a partir dos dois quadrados menores
como mostra a figura abaixo:
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Dessa sobreposição de ladrilhamentos, é possível exibir uma “prova sem palavras” do Teo-
rema de Pitágoras conforme a seguinte figura:

A Disseção de Perigal é um ótimo recurso pedagógico para promover, em um primeiro
momento a aprendizagem intuitiva do Teorema de Pitágoras. Para isso:

• Reproduza o molde do Anexo iii (Figura 4.3) em folha de papel ou cartolina (uma cópia
por aluno ou dupla de alunos);

• Peça aos alunos que recortem os quadrados de cor cinza e, depois o resto da figura (sem
separar os quadrados do triângulo);

• Em seguida, os alunos devem escolher entre as linhas do quadrado de cor cinza, UMA linha
tracejada e UMA linha pontilhada, e desenhar um segmento sobre as linhas escolhidas;

• A próxima fase requer que eles recortem o quadrado cinza de maior tamanho pelos seg-
mentos desenhados;

• Feito isso, com as quatro partes cinza recortadas e com o quadrado de cor cinza, é o
momento dos alunos formarem um quadrado e sobrepô-lo ao quadrado marcado com c2.

No final deste processo, eles poderão perceber que a soma do quadrado dos catetos do
triângulo retângulo é igual ao quadrado da hipotenusa.

Após essa etapa da atividade, o professor ainda tem a possibilidade de formalizá-la. Para
isso sugerimos assistir os vídeos “Teorema de Áreas e Aplicações - Aula 3 – Demonstração
de Perigal”, parte 1 e 2, disponíveis em https://www.youtube.com/watch?v=fEb_8ECRE4I e
https://www.youtube.com/watch?v=j45rH9kujNo

Perigal (1891) afirmou que métodos baseados em disseções possivelmente resolveriam o Pro-
blema Círculo-Quadrado de Tarski. Esse problema-desafio consiste em determinar se é possível
dissecar um círculo em um número finito de partes e remontá-las para obter um quadrado da
mesma área do círculo. Em 1990, Miklós Laczkovich mostrou que esse problema tem resposta
afirmativa. O método usado por Laczkovich para provar a existência dessa disseção usa forte-
mente o Axioma da Escolha, portanto a prova não é intuitiva. Ele obteve aproximadamente
1050 peças que, transladadas adequadamente e sem necessidade de rotacioná-las formam um
quadrado.
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3.2 Hex

Os jogos de tabuleiro que fazem parte do acervo do Museu da Matemática podem ser
explorados; tanto pelas relações aritméticas e geométricas do tabuleiro em si, quanto pelo
conceito de estratégia vencedora. Além disso, é possível explorá-los também, por meio de
estratégias similares àquelas utilizadas na resolução de problemas matemáticos.

Com a construção e/ou análise do tabuleiro pode-se, por exemplo:

• Reconhecer figuras geométricas como triângulos, quadrados, retângulos, hexágonos, cír-
culos e identificar seus elementos;

• Estudar conceitos como ponto, reta, segmento de reta, plano, raio, diâmetro e ângulos;

• Determinar ponto médio, mediatriz e bissetriz.

O Hex é um jogo de estratégia inventado na década de 40 de forma independente por dois
matemáticos, Piet Hein e John Nash. Esse jogo possui muitas variantes, com tamanhos e formas
diferentes para o tabuleiro, mas, tradicionalmente é usado um tabuleiro em forma de losango e
com 11 casas hexagonais na vertical e na horizontal (11× 11).

Ele é disputado por dois jogadores que dispõem de peças de cores diferentes, convencio-
nalmente vermelhas e azuis ou brancas e pretas. Alternadamente, os participantes da disputa
colocam uma peça de sua cor num hexágono livre. Neste jogo não há capturas; o objetivo de
cada jogador é formar uma cadeia ininterrupta com suas peças, unindo os seus lados do tabu-
leiro (duas margens paralelas). O jogo termina quando um dos jogadores realiza tal objetivo.
A cadeia que se forma pode dobrar e torcer livremente como é mostrado na figura abaixo.

O Hex aparenta ser um jogo fácil, mas, como em muitas outras situações, as aparências
enganam. Embora as suas regras sejam simples, ele apresenta uma natureza complexa. E é
nessa complexidade que reside o interesse dos matemáticos.

Figura 3.2: Exemplo de cadeia vitoriosa para o jogador que ficou com as peças pretas

O jogo Hex desenvolve o raciocínio lógico e estimula o pensamento estratégico, pois desen-
volve a capacidade de antecipação, baseada na relação causa-efeito. Nesse sentido, ele é uma
excelente ferramenta de ensino para explorar em sala de aula.

Para aplicar o Hex em sala de aula, basta reproduzir o tabuleiro do Anexo iv (Figura 4.4),
ou desenhá-lo num pedaço de cartolina ou papelão, e confeccionar, em cartolina, as peças de
duas cores diferentes e na mesma quantidade, suficientes para encher o tabuleiro.

Martin Gardner, em seu livro Divertimentos Matemáticos [3, p. 87], afirma que umas das
melhores técnicas para aprender as sutilezas desse jogo, é começar usando um tabuleiro com
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poucas casas. Assim, se o tabuleiro tiver, por exemplo, 2 casas em cada margem (2 × 2), o
primeiro a jogar sempre será o vencedor. Já em um tabuleiro composto por 3 casas de margem
(3 × 3), desde que se inicie o jogo na casa do centro, o primeiro a jogar será o vencedor uma
vez que haverá duas jogadas vitoriosas na terceira rodada e o adversário só poderá bloquear
uma. Para um tabuleiro com 4× 4 casas, o jogador que colocar sua primeira peça em algumas
das casas mostradas na figura abaixo, será o vencedor. Já em um tabuleiro com 5× 5 casas ou
com mais casas, a análise das combinações das jogadas fica mais complexa.

(a) Tabuleiro Hex 3× 3

1

2

3

4

(b) Tabuleiro Hex 4× 4

Figura 3.3

3.3 Caleidociclos

Os caleidociclos são anéis de tetraedros que podem ser rotacionados indefinidamente e re-
velam padrões com o estilo de caleidoscópio. O primeiro caleidociclo conhecido foi inventado,
em 1926, pelo matemático e artista alemão Paul Schatz. Em 1958, Wallace Walker descobriu
alguns caleidociclos, no decorrer de seu trabalho sobre formas estruturais de papel. Posterior-
mente, ele e a matemática Doris Schattschneider recobriram os caleidociclos com tesselações de
Escher, resolvendo, de certa forma, o problema colocado pelo artista sobre como representar de
forma finita uma pavimentação infinita do plano. A figura 3.4 mostra o Calidociclo recoberto
com a obra Lizard/Fish/Bat no85 de Escher (1952).

Figura 3.4: Caleidociclo “Lizard/Fish/Bat”

Existem diferentes tipos de caleidociclos, o mais conhecido é o anel de seis tetraedros como o
apresentado na figura acima. Nos festivais, realizados por nossa equipe, a oficina de construção
de caleidociclos é sempre bem acolhida pelos alunos. Desse modo, podemos afirmar que se trata
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de um ótimo exercício para desenvolver conceitos matemáticos de diferentes naturezas. Para
aplicar essa atividade em sala de aula, o professor pode consultar as referências [8] e [9] onde é
explicado o modo de montar um caleidociclo e, também, são apresentados alguns exemplos de
atividades relacionadas com propriedades de poliedros e com a simetria de regiões planas.

Na sequência, apresentamos sugestões de assuntos que podem ser explorados durante a
construção de caleidociclos. É aconselhável reproduzir os moldes em papel de gramatura 180gr.

3.3.1 Modelo em branco

O modelo em branco (Anexo v: Figura 4.5) é como o apresentado abaixo.

A partir deste modelo, o professor pode:

• Analisar com os alunos a construção do modelo a partir de uma folha de papel.

• Analisar a simetria rotacional dos desenhos e discutir como se deve desenhar no modelo
em branco para obter as figuras desejadas. Em [8], capítulo 4, existe uma proposta para
o ensino de simetrias por meio dos caleidociclos.

• Desenhar as figuras que estarão no caleidociclo.

3.3.2 Modelo com triângulos brancos e cinza

Após a construção do caleidociclo usando este modelo (Anexo vi: Figura 4.6), analise com
os alunos a variação do número de triângulos de cor cinza em cada face dele. Peça a eles
que registrarem esses dados, e, em seguida, promova reflexões estimulando-os com as seguintes
perguntas:

• Quantos triângulos, considerando brancos e cinza, tem cada triângulo equilátero? Como
vocês poderiam continuar a sequência? Resposta: {1, 4, 9, 16}; esta sequência pode ser continuada com os

quadrados perfeitos, isto é, todos os números da forma n2, com n um número natural.

• Quantos triângulos cinza há em cada triângulo equilátero? Vocês poderiam continuar a
sequência? Resposta: {0, 1, 3, 6, 10}; esta sequência pode ser continuada com os chamados números triangulares, que

são números da forma
n(n− 1)

2
, esta expressão corresponde também à soma dos inteiros desde 0 até n− 1.

• Existe alguma relação entre as duas sequências dos dois itens anteriores?

• Supondo agora que a área de cada uma das faces dos tetraedros que compõem o caleido-
ciclo é A, qual é a área de cada triângulo cinza? Resposta: A, 1

4
A, 1

9
A, 1

16
A.
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3.3.3 Modelo com triângulos brancos e pretos

Neste modelo de caleidociclo representamos três iterações do processo de construção do
chamado Triângulo de Sierpinski. Esse é um dos fractais mais conhecidos e é obtido retirando
pontos do interior de um triângulo seguindo os seguintes passos:

1. Tome como ponto de partida um triângulo equilátero preto.

2. Para obter a primeira iteração do processo, una os pontos médios de cada lado do tri-
ângulo, obtendo, assim, 4 triângulos menores. Pinte o interior do triângulo central de
branco.

3. Para a segunda iteração, repita o passo anterior em cada um dos triângulos pretos obtidos.

O triângulo de Sierpinski é o conjunto formado pelos pontos pretos após repetir o processo
anterior indefinidamente. Na figura abaixo apresentamos as quatro primeiras iterações desse
processo de construção.

Após a construção do caleidociclo usando o molde do Anexo vii (Figura 4.7), analise com
os alunos a variação do número de triângulos de cor preta em cada face do caleidociclo. Peça
a eles que registrem esses dados, e, em seguida, motive-os a responder as seguintes perguntas:

• Quantos triângulos pretos há em cada uma das faces dos tetraedros que formam o calei-
dociclo? Vocês poderiam continuar a sequência? Resposta: 1, 3, 9 e 27

• Supondo agora que a área de cada uma das faces dos tetraedros que compõem o calei-
dociclo é A, qual é a área de cada um dos triângulos pretos que aparece nas faces do
Caleidociclo? Resposta: A, 1

4
A e 1

16
A e 1

64
A.

• Qual é área da região preta em cada face do Caleidociclo? Resposta: A, 3

4
A, 9

16
A, 27

64
A

• Vocês conseguem continuar a sequência do item anterior? Resposta: o termo n-ésimo da sequência

é ( 3
4
)n. Isso implica que a área preta decresce para 0 quanto n aumenta.

Na internet existe uma grande variedade de modelos de caleidociclos. Veja, por exemplo:
https://duffystirling.wordpress.com/tag/kaleidocycle/.

3.4 Labirintos

A atividade Labirintos foi realizada em algumas das edições do Festival de Matemática
da UFMG em Belo Horizonte e em alguns municípios de Minas Gerais em 2018 baseada na
atividade Labirintos Lógicos do projeto europeu MIMA - Mathematics in the Making [12].
O manual do projeto MIMA, em português, se encontra disponível online [13] e inclui uma
descrição detalhada desta e de outras atividades experimentadas durante a implementação do
referido projeto. Na página Web do projeto também estão disponíveis vídeos e outros materiais
para a aplicação de atividades em sala de aula.
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A atividade Labirintos pode ser adaptada a alunos de diversas idades e diferentes anos
escolares. Além de ser um recurso pedagógico que sai da rotina focada apenas no conteúdo, os
labirintos possibilitam a exploração de conceitos, como: lógica, sequências numéricas, contagem,
alguns conceitos de frações, outros aspetos como orientação e coordenação motora. Assim, por
exemplo, depois de ensinar alguns conceitos de fração, utilizar o labirinto das frações é uma
forma de fazer com que os alunos assimilem o conteúdo que acabaram de aprender.

Os labirintos devem ser impressos em papel de tamanho A4. Em seguida, já dispostos em
uma mesa, os alunos devem escolher algum objeto para representar a pessoa que percorrerá o
labirinto. Outra sugestão é que o labirinto seja reproduzido em uma lona quadrada de 2m de
lado ou pintado no chão do pátio da escola para que assim os alunos possam brincar no recreio
ou em outros momentos. Além disso, o professor também pode incentivar os alunos a criar seus
próprios labirintos.

Atualmente, o Museu conta com três tipos de labirintos: Labirinto de Frações, Labirintos
Lógico-Numéricos e Labirinto de Orientação. Cada um possui uma regra de movimentação,
mas o objetivo de todos é encontrar a saída.

3.4.1 Labirinto de Frações

Neste labirinto, cada casa contém uma expressão matemática ou figura que representa uma
fração (ver Anexo viii: Figura 4.8). Segundo a regra, o jogador deve se movimentar passo a
passo a uma casa vizinha – da direita, esquerda, acima ou abaixo, mas nunca na diagonal. É
necessário também que nessa casa tenha sempre uma fração equivalente a 1

2
.

3.4.2 Labirinto Lógico-Numérico

Neste labirinto, cada casa é um quadrado de uma cor entre quatro possíveis conforme o
modelo do Anexo ix (Figura 4.9). A regra deste labirinto é se movimentar passo a passo a uma
casa vizinha – da direita, esquerda, acima ou abaixo, mas nunca na diagonal, permanecendo
na mesma cor por três passos exatamente, e, depois, obrigatoriamente mudar de cor.

3.4.3 Labirinto de Orientação

Este labirinto é formado por trilhas retilineares cujas intersecções formam ângulos retos
(ver Anexo x: Figura 4.10). Conforme a regra, o jogador precisa percorrer a trilha em duas
direções possíveis, seguindo para frente ou virando à esquerda. Não é permitido voltar ou virar
à direita.

Na sequência, apresentamos a solução dos três labirintos descritos acima.

Figura 3.5: Solução dos Labirintos
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3.5 Cubo Soma

O Cubo Soma é um quebra-cabeça tridimensional, projetado pelo matemático e escritor
dinamarquês Piet Hein, em 1936. O desafio ficou popular em 1969, quando a companhia Parker
Bros classificou-o como “A versão tridimensional do Tangram”.

Esse quebra-cabeça possui 7 peças – figuras côncavas formadas por 3 ou 4 cubos unitários,
colados por uma de suas faces. Dessas peças, 6 são formadas por 4 cubos e uma formada por
3 cubos. O desafio base do quebra-cabeça é formar um cubo de lado três unidades.

3.5.1 As peças do Cubo Soma

Na literatura corrente, as 7 peças do Cubo Soma são comumente identificadas por uma
letra:

• Peça V : Tricubo em forma de L;

• Peça L: Tetracubo em forma de L;

• Peça T : Tetracubo em forma de T;

• Peça Z: Tetracubo em forma de Z;

• Peça A: Tetracubo helicoidal dextrorrotatória;

• Peça B: Tetracubo helicoidal levorrotatória;

• Peça P : Tetracubo tripé.

Peça V Peça L Peça T Peça Z

Peça A Peça B Peça P

3.5.2 Estratégia de Solução

Pelo fato de ser um quebra-cabeça tridimensional, o Cubo Soma tem um grau de complexi-
dade maior que outros desafios como o tangram, por exemplo. O conjunto das 240 soluções não
equivalentes, isto é, diferentes por rotações e reflexões, foi apresentado por John H. Conway
e Richard K. Guy em 1961. A solução dada por eles é um Grafo que conecta as diferentes
posições as quais podem ser alcançadas por meio de movimentos admissíveis. Nesse sentido,
existe uma relação estreita entre as soluções do Cubo Soma e a Teoria de Grafos.

A seguir, explicitamos a quantidade de vértices do cubo que pode fornecer cada peça:
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• A peça T fornece dois ou nenhum vértice do cubo;

• A peça L fornece um, dois ou nenhum vértice do cubo;

• As outras peças fornecem um ou nenhum vértice do cubo.

Assim, há nove vértices disponíveis. Com isso, pelo menos uma das peças não fornece
nenhum vértice para o cubo. Essa peça é chamada de peça deficiente na nomenclatura do livro
Winning Way de Elwyn R. Berlekamp, John H. Conway e Richard K. Guy ([1, Cap. 24]).

Se a peça T for escolhida para não fornecer vértices, as outras seis peças só poderão fornecer
sete vértices, e, portanto o cubo não poderá ser formado. Logo, a peça T deverá ser sempre
usada para formar uma aresta de cubo, fornecendo assim dois vértices.

Abaixo, analisaremos as possibilidades para a peça que fornece o bloco que fica no centro
do cubo, a denominada peça central. Com respeito a essa peça, pode acontecer que:

• Ela forneça, além do bloco central, uma vértice ao cubo e, nesse caso, as possíveis peças
centrais seriam as peças A e B.

• Ela não forneça vértices ao cubo, nesse caso, as possíveis peças centrais seriam as peças
V , Z, A, B e P.

Na figura abaixo ilustramos uma solução de como construir o cubo 3 × 3 × 3 a partir das
sete peças. Observe que no primeiro passo são posicionadas as peças T e L de tal forma que
as duas fornecem quatro vértices do cubo. Nesse caso, uma das outras peças não fornecerá
nenhum vértice ao cubo. Logo, a peça seguinte, que deve ocupar o centro, pode ser qualquer
uma das outras. Na solução apresentada foi escolhida a peça Z para ocupar o centro.

Esse quebra-cabeça é um recurso didático interessante para os alunos aprenderem conceitos
geométricos sobre poliedros, para trabalhar a noção espacial e para desenvolver a visão espacial.
Pode-se também trabalhar com competências básicas da resolução de problemas.

Para realizar essa oficina serão necessários 27 “cubinhos”, feitos de cartolina, ou embalagens
de leite (base quadrada). Inicialmente, o professor pode propor uma análise de todos os policu-
bos de tamanho 3 e 4 (tricubos e tetracubos) que podem ser construídos, e, em seguida, construir
as sete peças do Cubo Soma. Esse momento é oportuno para explorar os componentes do cubo
(vértices, arestas e faces), volume, área da superfície de cubo, perspectiva plano-espacial, entre
outras coisas.

Depois das peças construídas, o professor pode incentivar os alunos a construir um cubo
usando as 7 peças. Para o processo de montagem do quebra-cabeça, sugerimos que o professor
induza os alunos a encontrar possíveis soluções, orientando-os na análise da estratégia de solução
conforme mostramos no inicio desta seção.

É importante estabelecer uma identificação para as peças, como, por exemplo, letras (como
fizemos inicialmente), cores, ou outras. Essa identificação facilita o trabalho para traçar o mapa
de soluções do Cubo Soma.
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Anexos

Figura 4.1: Molde Quebra-cabeça Do Quadrado à Cruz de Sam Loyd
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Figura 4.2: Molde Quebra-cabeça Disseção do Quadrado ao Triângulo
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b2

a2

c2

Figura 4.3: Molde Quebra-cabeça Prova Sem Palavras - Teorema de Pitágoras
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Figura 4.4: Molde Tabuleiro do Hex
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Figura 4.5: Molde Caleidociclo Branco
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Figura 4.6: Molde Caleidociclo Progressão
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Figura 4.7: Molde Caleidociclo Triângulo de Sierpinski
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Figura 4.8: Labirinto de Frações
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Entrada

Saída

Pulando de pedra em pedra,

para chegar à saída você deve

dar 3 passos numa cor e, em seguida, mudar de cor.

Figura 4.9: Labirinto Lógico-Numérico
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Figura 4.10: Labirinto de Orientação
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